PRELEGEREA 1
INTRODUCERE LA METODA ELEMENTELOR FINITE

1.1  Desprea studiul realitatii fizice
1.1.1 Consideratii generale

Nu este lipsita de temei afirmatia ca realitatea fenomenologica sau comportamentala a unui
spatiu/sistem material/fizic nu poate fi cunoscuta in toata coplexitatea ei, dar ca poate fi cunoscuta
n simplitatea ce o caracterizeaza esential la un moment dat, prin aproximare; deci, am stabilit ca in
spatiul/sistemul material/fizic se manifesta fenomene fizice.

Problematica fenomenelor fizice cunoaste abordari:

- teoretice, care stabilesc principii si legi functionale ce fundamenteaza modul de cunoastere
a realitatii fizice, prin identificarea unor moduri de comportare ideala (bazate pe legi precum cea a
lui Hooke, a lui Navier-Stokes, a lui Fourier etc.); consecinta: crearea de teorii matematice care
opereaza cu modele matematice, asa cum se intampla in cazul:

- fenomenului deformarii corpurilor solide,
- fenomenului deformarii/curgerii corpurilor fluide,
- fenomenului transferului caldurii etc.;

- ingineresti, care adapteaza cunostintele teoretice la cerintele tehnice impuse sistemelor
tehnice; consecinta: crearea de metode ingineresti care opereaza cu modele ingineresti.

Problematica comportarii sistemelor tehnice stabileste modelele ingineresti cu care
opereaza:

- dupa nivelul de introspectie al sistemului analizat:

- modele care evidentiaza discontinuitatea sistemului (la nivel microscopic, atomic si
molecular: pentru studiul corpurilor cristaline, proiectarea si fabricarea materialelor etc.);

- modele care evidentiaza continuitatea sistemului (la nivel macroscopic: pentru
studiul deformarii solidelor, curgerii fluidelor, transferului caldurii etc.);

- modele care evidentiaza interactivitatea sistemului (la nivelul interfetelor: pentru
studiul interactiunii fluid-solid etc.);

- dupa modul de considerare a timpului in analiza:

- modele la care timpul nu este evidentiat, pentru analizele statice/stationare;

- modele la care timpul este evidentiat implicit, pentru analizele ale valorilor si
vectorilor proprii;

- modele la care timpul este evidentiat explicit, pentru analizele dinamice/nestationare;

- dupa caracterul constitutiv:

- modele fizice, cazul analizelor experimentale;
- modele virtuale, cazul analizelor matematice:
- continue, pentru calcule analitice:
- diferentiale;
- integrale;
- discrete, pentru calcule numerice:
- diferentiale: Metoda Diferentelor Finite (MDF);
- integrale: Metoda Elementelor Finite (MEF), Metoda Elementelor de
Contur (MEC), Metoda Volumelor Finite (MVF);
- alte metode: Metoda Spectrala, Metoda Retelei Libere etc..
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Scopul demersului de fata este initierea in utilizarea Metodei Elementului Finit (MEF)
pentru analiza fenomenelor fizice in general si pentru analiza deformarii corpurilor
solide/sistemelor structurale cu comportare liniar-elastica in particular.

Ce este MEF?: este o tehnica numerica de studiu a fenomenelor fizice si dezvoltata, cu
precadere, pentru studiul manifestarii acestora in spatii bidimensionale (2D) si tridimensionale
(3D); este des utilizata in solutionarea aplicatiilor ingineresti (cazul deformarii solidelor, curgerii
fluidelor, transferului caldurii etc.).

Tn ce constd analiza cu MEF?: in inlocuirea domeniului real, in care se petrece un fenomen
dificil de studiat, cu un alt domeniu (numit model discret), Tn care studiul fenomenului este mai usor
de efectuat si rezultatele mai usor de obtinut chiar daca sunt aproximative pentru domeniul initial,
dar acceptabile dintr-un punct de vedere practic; Tnlocuirea domeniului de studiat/analizat urmeaza
unui proces (numit modelare) de impartire (sau discretizare) in subdomenii (numite elemente
finite), conectate la extremitatile lor (numite si noduri exterioare ale elementului finit), in nodurile
modelului discret cu elemente finite, unde se definesc parametrii caracteristici (principali si
secundari).

Cum se aplica MEF?: pornind de la stabilirea, Tn mod specific, a ecuatiei matriceale de
echilibru pentru fiecare element finit (prin una dintre formularile: directa, cu reziduuri ponderate,
variationala, energetica etc.) si continudnd cu un proces de refacere a modelului discret (numit
asamblare) pentru obtinerea ecuatiei de echilibru a acestuia, dupa care, prin introducerea conditiilor
la limita/pe contur si rezolvare se obtin valorile parametrilor principali Tn nodurile modelului
discret.

1.1.2 Aproximarea prin discretizare a realitatii fizice

Inca din antichitate aproximarea a fost utilizati ca forma de cunoastere a realitatii
inconjuratoare, discretizarea fiind un procedeu de aplicare a ei.

Exodus si Arhimede au pus la punct o metoda pentru evaluarea ariilor figurilor plane
(complexe) avand conturul curb, prin impartirea in suprafete date de figuri simple (simplexe,
precum triunghiul, pentru care se cunoaste modul de calcul al ariei) si a caror arii Tnsumate
aproximeaza aria suprafetei figurii complexe; cu cat numarul suprafetelor figurilor simple este mai
mare cu atdt suma ariilor acestora va fi mai apropiata de aria suprafetei figurii complexe. Aceasta
metoda este denumita si metoda exhaustiva a lui Arhimede.

Sa aplicdm aceastd metoda la determinarea ariei suprafetei unui cerc prin impartirea lui intr-
un numar de suprafete triunghiulare egale pornind din centrul acestuia (figura 1.1). Aceasta
impartire sau discretizare se poate realiza atat prin Tnscrierea triunghiurilor in cerc (figura 1.1a) cat
si prin circumscrierea acestora cercului (figura 1.1b).

Crescand numarul triunghiurilor si reprezentand, intr-un sistem de referinta, punctele
definite de numarul triunghiurilor pentru discretizare si suma ariilor suprafetelor acestora Se poate
observa tendinta punctelor de a se apropia de dreapta stabilita la nivelul valorii ariei suprafetei
cercului, 7#* (figura 1.1c). In felul acesta ilustrim conceptual de convergenti a solutiei
aproximative cdtre solufia exactd, prin cresterea numadrului triunghiurilor; se poate observa ca
aproximarea se poate realiza atat prin adaos cat si prin lipsa.
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Figura 1.1 Aproximarea ariei cercului prin discretizare

1.2 Analiza cu elemente finite a sistemelor tehnice
1.2.1 Metoda elementelor finite Tn cazul structurilor deformabile

MEF, porneste de la ideea ca pentru analiza deformarii unei structuri continue (cu geometrie
oarecare si conditii la limitd complexe) valorile exacte ale parametrilor (deplasari, forte) nu pot fi
calculate sau daca pot fi efortul de calcul ar fi nejustificat.

In cazul in care este posibild o solutionare aproximativi, mai usor de efectuat, si gradul de
aproximare este, inginereste, rezonabil aceastd solutie este acceptatd ca solutie pentru structura
initiala. Altfel spus, analiza cu MEF a unei structuri presupune nlocuirea acesteia cu alta pentru
care calculul parametrilor este mai usor de efectuat, valorile parametrilor fiind aproximative pentru
structura de analizat, dar acceptabile din punctul de vedere ingineresc.

MEEF, pentru cazul structurilor, poate fi privitd ca extinderea metodei staticii matriceale
clasice (dezvoltata pentru studiul ansamblurilor cu elemente structurale unidimensionale,
structurilor din bare) la structuri continue bidimensionale si tridimensionale.

MEF implica un proces pentru discretizarea (naturald si/sau artificiald) a structurilor
analizate si un mod specific de stabilire a ecuatiei matriceale de echilibru (obisnuit utilizand o
formulare directa) pentru fiecare element finit (sub forma unui sistem de ecuatii algebrice).

Elementul finit al modelului discret trebuie sa fie compatibil cu dezvoltarea in spatiu a
structurii si modelul matematic care il defineste sa simuleze, ciat mai bine, comportarea structurii Tn
zona pe care o acopera; astfel, in cazul in care structura are o dezvoltare unidirectionald elementele
finite corespunzatoare sa fie unidimensionale (1D), drepte sau curbe, in cazul unei dezvoltari plane
elementele finite corespunzatoare sa fie bidimensionale (2D), cu laturi drepte sau curbe, si in cazul
unei dezvoltari spatiale elementele finite corespunzatoare sa fie tridimensionale (3D), cu fete plane
sau curbe (figura 1.2).
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Figura 1.2 Tipuri generice de elemente finite

In afard de extremititi (numite si noduri exterioare ale elementului finit), elementele finite
pot prezenta noduri si intre acestea (vezi cazul elementelor finite cu laturi curbe) sau la interiorul
elementelor finite (vezi cazul elementelor finite cu laturi curbe sau fete curbe) si care nu sunt
utilizate la cuplarea elementelor finite, numite si noduri necompatibile (se utilizeaza pentru
imbunatatirea simularii realitatii).

Componentele matricelor si vectorilor ce intervin sunt date, cel mai adesea, sub forma de
integrala simpld pentru elementele finite cu o dimensiune (1D), dubla pentru elementele finite cu
doua dimensiuni (2D) si tripla pentru elementele finite cu trei dimensiuni (3D). Rezolvarea
integralelor poate fi exacta, dar, cel mai adesea aproximativa si atunci se apeleaza la integrari
numerice (dupa o directie in cazul elementelor finite 1D, dupd doua directii in cazul elementelor
finite 2D si dupa trei directii in cazul elementelor finite 3D).

Principial, analiza unei structuri cu MEF urmeaza aceleasi etape de calcul cunoscute din
metoda staticii matriceale clasice.

1.2.2 Modelele virtuale cu elemente finite Tn cazul structurilor deformabile

Discretizarea cu elemente finite, la modul cel mai general, fiind artificiald, depinde, calitativ
si cantitativ, de experienta si abilitatea analistului de a o efectua.

La alcatuirea modelului virtual discret cu elemente finite trebuie respectata o serie de reguli
principiale (valabile si in cazul altor tehnici numerice de analiza a structurilor) care se refera la:

- asigure preciziei urmgrite a rezultatelor; solutia aproximativa este mai apropiata de cea
exactd cu cat numarul elementelor finite utilizat la discretizare este mai mare (cel pufin in
principiu), dar si timpul de calcul necesar atingerii acesteia, deci §i costul, este mai mare;

- surprinderea particularitatilor de formd, de comportare, de distribuire a materialului, de
rezemare §i incarcare pe care structura le prezinta,

- numerotarea optima a nodurilor (iar in cazul metodei frontale de asamblare, numerotarea
elementelor finite), ce poate imbunatati procesul de memorare si de rezolvare pe calculator a
sistemului de ecuatii de echilibru static si/sau dinamic al structurii analizate;

- realizarea modelului virtual Tn mai multe variante de discretizarea, ce trebuie sa confirme
convergenta rezultatelor.
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In ce priveste cresterea calititii analizelor cu elemente finite prin cresterea numirului de
elemente finite utilizate la discretizarea modelului virtual, trebuie avute in vedere situatii care se
refera la:

- variafia accentuata a geometriei structurii, prezenta mai multor materiale n alcatuirea
structurii gi/sau prezenfa unor Incdrcafi/rezemadri concentrate sau distribuite discontinuu, ce
necesitd pozitionarea nodurilor, respectiv a frontierei elementului finit;

- prezenta Qolurilor gsi/sau incluziunilor de material, prezenta incarcarilor/rezemarilor
concentrate si/sau variatia brusca a geometriei, Ce necesita utilizarea unei discretizari graduale
pentru cd, n aceste zone, variatia functiei parametru este pronuntata;

- prezenta curburilor (linii curbe si/sau suprafete curbe) pe conturul structurilor, ce necesita,
in procesul discretizarii, utilizarea elementelor finite care sa urmareasca in mod fidel conturul
acesteia: fie un numar mare de elemente cu contururi drepte (laturi sau fete), fie un numar mic de
elemente cu contururi curbe (laturi sau fete); este de preferat ca raportul lungimilor oricaror doua
laturi ale aceluiasi element finit sa tinda la 1, in caz contrar, sa nu depaseasca raportul 1/5.

Finalul metodei elementului finit consta in rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice
(ecuatia de echilibru matriceal a modelului virtual discret cu elemente finite) pentru a carui
memorare este necesar un efort din partea calculatorului, efort ce depinde nu numai de numarul
parametrilor nodali ai modelului discret, ci si de modul de numerotare a nodurilor acestuia (mai
precis, de numerotare a parametrilor asociati nodului).

Marimea spatiului alocat in memoria calculatorului pentru stocarea elementelor matricei
sistemului de ecuatii (numita, la modul general, matrice caracteristica a structurii), mai intai la
nivelul elementului finit i, ca o consecinta, la nivelul modelului virtual discret, este data de asa
numita /atime de banda, care trebuie sa fie cat mai mica.

Latimea de banda este data de numarul maxim de coloane care contin macar o componenta
diferitd de zero, situatd la stanga si la dreapta diagonalei principale a matricei caracteristice
(componentele din afara latimii de banda fiind egale cu zero). Astfel, pentru fiecare element finit se
va urmari realizarea unei diferente minime fintre oricare doi indecsi nodali corespunzand
extremitatilor sale (mai corect spus intre oricare doua grade de libertate ale elementului finit).

Matricea caracteristica capatd semnificatii fizice (de rigiditate sau permeabilitate si
flexibilitate sau rezistenta) functie de fenomenul studiat (deformarea solidului sau transferul caldurii
si curgerea fluidelor etc.) si de parametrii principali ai problemei (necunoscutele problemei).

In deformarea solidului, daci rezolvarea problemei se face prin metoda deplasirilor
parametrii principali (necunoscutele problemei) sunt deplasarile nodurilor modelului virtual discret
si matricea caracteristica este de rigiditate (atat la nivelul elementului cat si la nivelul structurii), dar
daca rezolvarea problemei se face prin metoda fortelor parametrii principali (necunoscutele
problemei) sunt fortele din nodurile modelului structural si matricea caracteristica este de
flexibilitate (atat la nivelul elementului cat si la nivelul structurii).

Din considerente de implementare pe calculator a programelor bazate pe MEF, unele forme
de exprimare ale acesteia au fost preferate altora. Astfel, in deformarea solidului, programele bazate
pe MEF, exprimarea in deplasari, cunosc 0 dezvoltare ampla pentru ca sistemul static de baza, cu
care incepe procedura de calcul, este unic si deci nu pune probleme de dubiu calculatorului sau
evitd efortul analistului de depasire a dubiului si de depasire a riscului introducerii de erori.
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